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1 Abstract

We prove, that there are at most two different cylinder moduli in a cylinder decomposition
of the Chamanara surface.

The Chamanara surface, introduced 2004 by Reza Chamanara, is defined by the identi-
fication of infinitely many opposite segments of the unit square and has been studied in
depth by Frank Herrlich and Anja Randecker. Their work on this surface culminates in the
paper "Notes on the Veech group of the Chamanara surface” published 2016 and inspires
this project. A corollary of their paper is a classification of all parabolic elements or in
other words twisting elements of the Veech group. This result is deeply integrated into our
proof, since there is a strong correlation between cylinder decompositions, dissections of
the surface into parallel strips and parabolic elements of the Veech group. We strengthen

this correlation and are thus able to prove the simplicity of the cylinder moduli.



2 Einfiihrung in Themen und Begriffe
Wir behandeln im Nachfolgenden Translationsflichen und korrelierte Objekte auf infor-
melle Art, um einen Einblick in das Thema zu bekommen.

Definition 2.1. Translationsfliche
Eine Fliche, die durch Verkleben paralleler gleich langer (also durch Translationen inein-

ander iiberfithrbare) Seiten von Polyedern entsteht, nennen wir Translationsfléche.

Zur Veranschaulichung betrachten wir eine der einfachsten Translationsflichen: die Ver-
klebung eines Einheitsquadrats zu einem Torus. Dabei werden gegeniiberliegende Seiten
miteinander verklebt (siehe Abbildung 1).
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Abbildung 1: Der Torus als Translationsflache

Wir betrachten noch eine komplizierte Translationsfliche, die Chamanara-Fléche.

Definition 2.2. Chamanara-Fliche [4]

Die Chamanara-Fléche ist eine Translationsflache, die durch unendlich héufiges Verkleben
auf dem Einheitsquadrat entsteht. Dabei werden die Seiten des Einheitsquadrates jeweils
in unendlich viele Abschnitten a,b, ... zerlegt, so dass der n-te Abschnitt die Linge (%)”
hat. Die kiirzeren Abschnitte sollen in der oberen linken und der unteren rechten Ecke

liegen. Verklebt werden gegeniiberliegende Abschnitte gleicher Lénge (sieche Abbildung 2).
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Abbildung 2: Die Chamanara-Flache



Eine Besonderheit der Chamanara-Fléche ist das Verhalten der Enden der verklebten
Strecken. Der linke Endpunkt von a ist verklebt mit den rechten Endpunkt von b und ist
wiederum verklebt mit dem linken Endpunkt von ¢ usw. Betrachtet man den Grenzwert
dieses Verhaltens, so ist der linke Rand von a verklebt mit der oberen linken Ecke und
der unteren rechten Ecke, woraus man schliefflich erkennt, dass alle Ecken verklebt sind.

Diese Endpunkte sind anscheinend besonders, definieren wir sie also informell.

Definition 2.3. Singularitét
Bei der Verklebung einer Translationsfliche bezeichnen wir die Endpunkte der verklebten

Strecken als Singularitéten.

Die Chamanara-Fliache hat also genau eine Singularitéit. Spannend in Bezug auf die Sin-
gularitét ist ihre Umgebung. Im Kontrast zur restlichen Flédche, hat die Singularitét keine
"einfache” Umgebung. Dabei hat ein Punkt genau dann eine ”einfache” Umgebung, wenn
es eine ausreichend kleine Umgebung um ihn herum gibt, so dass diese durch stetige Ab-
bildungen in eine Kreisschreibe umgeformt werden kann.

Lauft man aber in einem Kreis um die Singularitdt der Chamanara-Fldche, so muss man
unendlich oft entlang der verklebten Stellen ”springen”, also unendlich oft im Kreis rum-
laufen, bis man wieder den Kreis schlieBt. So ein Verhalten gibt es auf der Kreischeibe

nicht. Also hat die Singularitét keine ”einfache” Umgebung.

Anhand der Verklebung kénnen wir nicht nur Singularitdten, sondern auch andere Objekte
festmachen. Eine der natiirlichsten Uberlegungen bei einer solchen Verklebung ist die
Frage: Was passiert, wenn man selbst auf der Fliache entlang lauft? Die mathematische

Uberlegungen in diesem Kontext ist der Verlauf einer geraden Linie auf der Fliche.

Definition 2.4. Geodéitische
Das Verlauf eines Strahls auf einer Translationsflache ist eine Geodatische. Eine Geodatische

ist also ein zusammenhéngender Verlauf, der lokal geradlinig ist und an verklebten Stellen
seine Richtung beibehélt (siche Abbildung 3).

Abbildung 3: Eine geschlossene Geodétische auf dem Torus.



Definition 2.5. Sattelverbindung
Besondere Geodétischen, die in Singularitdten beginnen und enden und keine weitere

Singularitéten enthalten, nennen wir Sattelverbindungen.

Mehrere Geodétischen, die sehr nahe aneinander liegen, haben ein interessantes Verhalten.
Oft sind die Geodatischen sehr dhnlich und verlaufen sténdig parallel. Dies - verkniipft
mit der Moglichkeit, dass Geodétischen, wie in Abbildungen 3 geschlossen sind - liefert

ein weiteres Objekt.

Definition 2.6. Zylinder
Eine Menge paralleler, benachbarter, geschlossener und gleich langer Geodé&tischen, nen-

nen wir einen Zylinder.

Zylindern kénnen wir einige Eigenschaften zuordnen.

Definition 2.7. Zylinder Hohe, Umfang und Modul
Der Abstand zwischen den Réndern eines Zylinders ist seine Hohe. Die Lénge seiner

Geodaétischen ist sein Umfang. Der Quotient aus Umfang und Hohe ist sein Modul.

Vor allem der Modul, wie der Titel dieser Arbeit andeutet, wird spéter eine grofie Bedeu-
tung haben. Der Modul ist ein Maf§ der Proportionen des Zylinders.

Auf einer einzelnen Translationsfliche konnen natiirlich mehrere Zylinder vorkommen.
Mehrere Zylinder haben vor allem dann eine schone Struktur, wenn sie eine Flédche

vollsténdig bedecken bzw. die Fliche in Zylinder zerlegt wird.

Definition 2.8. Zylinderzerlegung
Die vollstiandige Bedeckung einer Flache durch maximale und parallele Zylinder, sowie

deren Rénder, heiit Zylinderzerlegung (siehe Abbildung 4).
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Abbildung 4: Zylinderzerlegung einer Translationsflache.



Jetzt kommen wir in den Bereich der Algebra und schauen uns an, was fiir besondere

Abbildungen auf Zylindern méglich sind.

Definition 2.9. Affine Abbildung
Die Verkettung einer Translation und einer linearen Abbildung (der iiblichen Aktion einer
Matrix) heifit affin.

Definition 2.10. Lokal affine Abbildung
Eine Selbstabbildung einer Fliache heifit lokal affin genau dann, wenn jeder Punkt in einer

Umgebung liegt, die affin abgebildet wird.

Bei einer lokal affinen Abbildungen auf einer Translationsfliche kann man zeigen, dass die
Abbildungen zweier sich schneidender Umgebungen den gleichen linearen Anteil haben
und sich héchstens in der Translation unterscheiden. Somit kann man von jedem Punkt
zu jedem anderen Punkt - entlang sich schneidender Umgebungen - gelangen und den
linearen Teil gleich lassen. Damit ist gezeigt, dass die lineare Matrix einer lokal affinen

Abbildungen eindeutig ist.

Definition 2.11. Ableitung einer lokal affinen Abbildung
Die eindeutige lineare Abbildung bzw. die Matrix einer lokal affinen Abbildung bezeichnen
wir als die Ableitung der Abbildung.

Definition 2.12. Veech-Gruppe I
Die Menge der Ableitungen aller lokal affiner und orientierungserhaltender Abbildungen

einer Translationsfliche nennen wir die Veech-Gruppe.

Orientierungserhaltung erfolgt genau dann, wenn die Ableitung positive Determinante
hat.

Auf Flachen mit endlicher Fliache muss der Fliacheninhalt gleich bleiben, die Ableitung
jeder Abbildung muss also Determinante 1 haben.

Wir betrachten dazu zuerst lokal affine Abbildungen auf Zylindern.

Fiir einen Zylinder mit Hoéhe A und Umfang w, welchen wir darstellen als einfach verklebtes

w

Rechteck, betrachten wir die Aktion von h 1. Dabei withlen wir die untere linke

Ecke als Ursprung. Der untere Rand bleibt unverdndet. Der obere Rand wird geschert
um einen Faktor i - 3 = w. Auf Grund der Translationsstruktur oder Verklebung des
Rechtecks wird der obere Rand punktweise auf sich selbst abgebildet. Das Innere des
Zylinders wird auch auf sich selbst abgebildet, aber nicht punktweise. Man muss dazu
nur die Abbildung des linken Randes auf eine Art diagonale Spirale betrachten (siehe
Abbildung 5). Diese Aktion nennen wir Dehn-Twist.
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Abbildung 5: Einfacher Dehn-Twist auf einem Zylinder.

Ein Zylinder kann mehrmals geschert bzw. ” getwistet” werden. Damit konnen wir, wie in
Abbildung 6 zu sehen ist, mehrere verschiedene Zylinder gleichzeitig scheren. Dazu muss
nur gewahrleistet sein, dass eine Zahl d existiert, die angibt, um wie viel jeder Zylinder
geschert werden soll. Die Zahl d muss also ein natiirliches Vielfaches jedes Zylindermoduls

sein.

Abbildung 6: Mehrfache Dehn-Twists auf Zylindern.

Die Eigenschaft, dass ein solches d existiert, ist nicht automatisch gegeben. Hat man einen
Zylinder mit Modul v/2 und einen anderen mit Modul 2, so ist deren Verhéaltniss nicht
rational und ein gleichzeitiger Dehn-Twist ist nicht moglich. Diese notwendige Eigenschaft

von d wird eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.13. Kommensurabel
Eine Menge an reellen Zahlen ist genau dann kommensurabel, wenn es eine Zahl d gibt,

die ein natiirliches Vielfaches aller Zahlen der Menge ist.

Verallgemeinert bemerken wir, dass man jeder Zylinderzerlegung einer Translationsflache,

deren inverse Zylindermoduln Z—’; kommensurabel sind (also natiirliche Teiler von n sind),

1
und damit in der Veech-Gruppe liegt (siehe [2]). Die Abbildung agiert auf den Zylindern

1 1
eine lokal affine Abbildung zuordnen kann, deren Ableitung konjugiert zu ( 0 " > ist

als Dehn-Twist. Dies beruht auf unseren Uberlegungen fiir endlich viele Zylinder und



darauf, dass wir fiir nicht horizontale Zylinder die Matrix des Dehn-Twists durch eine
Rotationsmatrix ergdnzend konjugieren konnen.

Umgekehrt gibt es zu jedem ”drehenden” Element der Veech-Gruppe eine Zylinderzerle-
gung.

Der Begrift "drehend” ist noch etwas vage, préazisieren wir also unsere Begrifflichkeit durch

eine Klassifizierung anhand der Ableitung der Abbildung.

Definition 2.14. Parabolisch, Elliptisch und Hyperbolisch
Eine nicht triviale lokal affine Abbildung auf einer endlichen Translationsfliche nennen
wir genau dann parabolisch, elliptisch oder hyperbolisch, wenn der Betrag der Spur ihrer

Ableitung gleich 2, kleiner 2 oder grofler 2 ist.

Parabolische Elemente wirken ”drehend”.

1 n
Jedes parabolische Element kann man konjugieren zu der Form ( 01 ) ,n € R\{0}.

0
Jedes hyperbolische Element kann man konjugieren zu der Form < 7 ) ) , v € Ry,

b
“ >,b7é0,a2+b2:1.

Jedes elliptische Element kann man konjugieren zu ( ;
—-b a

Um diese scheinbar willkiirliche Klassifizierung besser zu verstehen, betrachten wir eine

andere Aktion von Matrizen.

Definition 2.15. Mobius-Transformation

b
Die Aktion einer Matrix M := ( ¢ ) (mit a,b,c,d € R und Determinante 1) auf

C

az+b
cz+d

die komplexe Zahlen C und unendlich co unter der Vorschrift M - z = nennen wir

Mobius-Transformation.

Betrachtet man jetzt die Aktion der Repréasentanten der drei verschiedenen Abbildungs-

typen, so erkennt man charakteristische Verhalten.
1-z+n

Ein parabolischen Element verschiebt die komplexe Zahlenebene z — §Z7 = 2 + n.
Ein hyperbolisches Element streckt die komplexe Zahlenebene z — & ;‘:S =~%. 2
Y

Die Klassifizierung anhand der Spur kann man auch erkennen an den Fixpunkten ¢ # 0:

z = M- -z&
az+b

z = =
cz+d
c?+(d—a)z—b = 0&

a—d 1

— = — 7\2
21)2 5 i?c (a — d)? + 4bc

a—d

1
= — 2 _ —
5 + 5 V(a+d)? —4(ad — be)



Hier ist a+d die Spur und ad —bc = 1 die Determinante. Die Diskriminante der Gleichung
ist also die Spur im Quadrat minus 4. Man erkennt schnell, dass die 3 verschiedenen Fille
an Abbildungen verschiedene Diskriminanten und damit Fixpunkte haben.

Bei parabolischen Elementen ist der Betrag der Spur der Matrix 2, die Diskriminante 0
und es gibt genau einen reellen Fixpunkt.

Bei hyperbolischen Elementen ist der Betrag der Spur der Matrix grofler als 2, die Dis-
kriminante positiv und es gibt zwei reelle Fixpunkte.

Bei elliptischen Elementen ist der Betrag der Spur kleiner als 2, die Diskriminante negativ

und es gibt zwei nicht reelle Fixpunkte, die zueinander komplex konjugiert sind.

Mébius-Transformationen haben eine Vielzahl niitzlicher Eigenschaften. Der vermutlich
wichtigste Zusammenhang ist zwischen der Aktion von Matrizen als lineare Abbildung
und als Mobius-Transformation zu finden. Es gilt namlich fiir zwei Matrizen M, N, dass
M(N(z)) als Mobius-Transformation gleich M - N(z) mit der Matrizenmultiplikation er-

gibt. Dies konnen wir kurz fiir denn allgemeinsten Fall nachweisen:

a b u v\ a-u+b-w a-v+b-x
c d w x| c-ut+d-w c-v+d-x )
u-z+v

@y tb a-(u-z+v)+b-(w-z4+2) (a-ut+b-wz+a-v+b-x
c-w g co(u-z4v)+d-(woz4x) (crutd-w)zte-wtdox

w-z+x

Wir kénnen also zwischen den zwel verschiedenen Aktionen wechseln.

Diesen Wechsel fiihren wir durch, um Vorteile beider Aktionen zu nutzen.

Definition 2.16. Obere Halbebene H
Die komplexen Zahl mit positiven komplexen Anteilen, also {z € C, Im(z) > 0} bezeich-

nen wir als die obere Halbebene H.

Vor allem vorteilhaft bei M6bius-Transformationen ist ihre Aktion auf der oberer Halbebe-
ne. Zum einen wird die obere Halbebene auf sich selbst abgebildet (da die Determinante
der Matrix 1 ist). Zusétzlich haben Gruppen an Matrizen oft ein schones Verhalten auf

H, das man in bestimmten Strukturen darstellen kann.

Definition 2.17. Fundamentalbereich

Eine Teilmenge F' von H ist ein Fundamentalbereich der Gruppe G an Mobius-Transformationen,
genau dann wenn: a) Vg € G,g #id: g- FNF =0,b) J _.g-F = H (wobei F den
Abschluss von F' bezeichnet).

geqG

Grob gesagt ist der Fundamentalbereich eine Teilmenge von H, die unter den Aktionen

von G ganz H mit disjunkten Teilmengen iiberdeckt.



Zwei wichtige Theoreme, die wir nutzen aber nicht beweisen, sind:

Erstens Poincarés Theorem [3]: Hat man eine Gruppe G, dessen erzeugende Elemente die
Seiten einen hyperbolischen Polyeders (Polyeder, wobei Geraden im hyperbolischen Raum
definiert sind) paarweise aufeinander abbilden, so ist dieser Polyeder ein Fundamentalbe-

reich von G.

Zweitens: Genau dann, wenn eine Gruppe diskontinuierlich auf einer bestimmten Nach-
barschaft wirkt, hat sie einen Fundamentalbereich bzw. ist eine Fuchssche Gruppe. ” Dis-
kontinuierlich auf einer Umgebung wirken” heifit grob gesagt "in der Umgebung keine
Fixpunkte oder Haufungspunkte haben”. Diese Tatsache kann man sich erkldaren, indem
man die Konstruktion eines Fundamentalbereichs anschaut. Hier betrachtet man die Bil-
der eines Punktes P unter der Gruppe G und bildet die Teilmenge aller Punkte, die ndher
an P liegen als an den Bildern von P. Diese Konstruktion, heifit Methode von Direchlet,

ist aber nur moglich, wenn um P kein Haufungspunkt und kein Fixpunkt liegt.

Definition 2.18. Fuchssche-Gruppe
Eine Gruppe an Mobius-Transformationen, die einen Fundamentalbereich besitzt bzw.

diskontinuierlich auf eine Umgebung wirkt, nennen wir eine Fuchssche Gruppe.

Mit diesen Mitteln kénnen wir jetzt mit dem Beweisen beginnen.
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3 Zusammenfassung von ”Notes on the Veech Group
of the Chamanara surface”[1] von Frank Herrlich

und Anja Randecker

Wir erinnern uns daran, dass zu jeder Zylinderzerlegung, deren Zylindermoduln kommen-
surabel sind, ein parabolisches Element in der Veech-Gruppe I liegt.

Die Berechnung einiger konkreter parabolischer Elemente Py, P, erfolgt so:

Man betrachtet die einfachen Zylinderzerlegungen C; mit Steigung 1 und C5 mit Stei-
gung 2 und die entsprechende parabolische Elemente. Zur Vereinfachung rotiert man die
Fléache, so dass die Diagonale, der man bisher Steigung 1 zuordnete, jetzt horizontal ist.
Die Richtung von C} ist also horizontal. Man erkennt, dass die lingste diagonale Sattel-
verbindung in C; v/2 und die zwei zweitléingsten Sattelverbindungen \/75 lang sind. Somit
hat der groBte Zylinder in C; den Umfang v/2 + \/75 Die Hohe dieses Zylinders ist ein
Viertel der vertikalen Diagonale auf dem Einheitsquadrat, hat also die Lénge ‘/Tﬁ. Der

Modul des gréfiten Zylinders in ' ist 6 = UEAE NEREY %. Da alle Zylinder in C; dhnlich

I
16

sind, liegt ein parabolisches Element der Form P; := 01 in I". Da P; die Zylinder von

C; genau einmal dreht, muss jedes parabolische Element mit horizontaler Eigenrichtung
die Aktion von P; eine natiirliche Anzahl an Malen ausfithren, also eine Potenz von P;

sein.

Abbildung 7: C}
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Bei C5 gibt es zwei verschiedene Zylindermoduln. Wir bestimmen die Lénge der ldngsten
Sattelverbindung mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks und des Satzes des Pythagoras.

Das Dreieck hat Katheten der Léngen }l 2 und % 2 und damit eine Hypotenuse bzw.

32.2 2 20 1
Ve te=ye=3/s

Die Hohe des mittleren Zylinders bestimmen wir wieder iiber ein rechtwinkliges Dreieck.

Sattelverbindung der Lange:

Dieses Dreieck ist dhnlich zu den Dreiecken, die wir aus Sattelverbindungen und Eck-
punkten des Quadrats bilden koénnen, so dass die gesuchte Kathete doppelt so lang ist,
wie die zweite Kathete. Die Hypotenuse hat Lange %, so dass fiir die Hohe h¢, gilt:

1
75
Damit hat der mittlere Zylinder den Umfang %\/3, die Hohe \/ig und damit den Modul % =
25 Alle anderen Zylinder haben den Umfang 1v/5 + 11/5, die Hohe 55 und damit den
5
Modul % = @
2v5

1
(hc2)2 == hC2 =

=
4

DO =
|t

ey + )7 =

. Man muss weiter beachten, dass C5 nicht waagerecht ausgerichtet

ist, sondern um einen Winkel a gedreht ist. Daher berechnen wir, dass sina = % =
\/LTO und daher cosa = \/ifo‘ Unter Verwendung einer Rotationsmatrix, ist das zu Cb

entsprechende parabolische Element:

3 1 15 3

p2;:1<_5 27):<ﬁ _Tro><1 ?)( W
1 3 1

1\ -3 13 VY 0 1 U

o
55
SN—

Abbildung 8: (5
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Es sei G die von P, und P, erzeugte Gruppe. Ein wichtige Bemerkung, die fiir P, gezeigt
wurde und fiir P, gleichermaflen gilt ist, dass jedes parabolische Element in der Veech-

Gruppe mit gleicher Eigenrichtung wie P, oder P, eine Potenz von P; oder P ist.

Im Folgenden behandeln wir die Aktionen der Elemente von SL(2,R) als Mébius-

Transformationen auf der oberen Halbebene H. Wir konstruieren einen Fundamentalbe-
reich F; = {z € H| — 3 < Re(z) < 3} von [P], wobei [P;] die von P; erzeugte Gruppe an
Mobius-Transformationen ist. Dies gilt, da P, um 6 in die horizontale Richtung verschiebt,

2+6
d.h. z — e

Abbildung 9: Fi, Bild stammt aus [1]

Danach konstruieren wir mit Hilfe der Methode von Dirichlet einen Fundamentalbereich
F; von [H] := [P, - P1], indem man

gL\ (16} _-1(53
4\ -3 13)\01 4 \3 5

1
1

. 111 5 3 1 -1 2 0
U:==M"'HM = - = :
8\ -1 1 35 11 0 3

Die Gruppe [U] hat einen Fundamentalbereich A := {z € H|5 < |z| < 2}, daz — % = 4z.

-1
mit einer Matrix M = = diagonalisieren zu
v2 1

Wir zeigen, dass M - A ein Fundamentalbereich von [H] ist.
a) VkeN:U" AnA=0=
(M*H*M - A)nA=0= (H"-M-A)n(M-A)=0.

b YU A =H=JM'HM -A)=H=
M7 JHM-A) =H= | J(H'M)-A=M -H=H.

i€Z €L
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Abbildung 10: A, Bild stammt aus [1]

Somit erfiillt F, = M - A beide Bedingungen eines Fundamentalbereichs von [H].

Betrachtet man die Abbildung der reellen Eckpunkte —2, _71, %, 2 von A unter M, so kann
, %1, %, 3 von F, finden. Das Bild eines Punktes ¢ € A lédsst uns das
grobe Bild von Fy erstellen, mit dem wir arbeiten. Dabei ist wichtig zu bemerken, dass

F,N(RU{oc}) = {00,z € R||z] < 1V |z] > 3}.

man die Eckpunkte —3

Abbildung 11: F5, Bild stammt aus [1]

Wir konstruieren schliefilich ein Fundamentalbereich Fig = I} N F5 von G als Schnitt der
zwei einzelnen Fundamentalbereiche. Um zu zeigen, dass F; wirklich ein Fundamentalbe-
reich von G ist, zitieren wir Poincarés Satz [3] und nutzen dabei die Bemerkung, dass H

und P; die Kanten von F; paarweise aufeinander abbilden.

Abbildung 12: Fy, Bild stammt aus [1]
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Wir betrachten die Figenrichtungen von parabolischen Elementen mit Fixpunkten in
(—=1,1).

b
Fir N o= | p mit Spur(N) = a+d = 2 und det(N) = ad — be = 1 1ésen wir die
c
Fixpunktgleichung:
2 = N-z&
az+0b
A =
cz+d
c?+(d—a)z—b = 0&
a—d 1
= — 2 _ —
21)2 5 + 5 (a+ d)? — 4(ad — be)
_a—d
2

Es sei z € R der Fixpunkt von V.
Somit gilt:

d = 2—a, da Spur(N) =2,
. a_l,daa_lza_d:z,
z c 2c

z(a(2—a) —1) a—1
a—1 z

=1.

a —(a—1)z
SR

bei [z| > 1 der Winkel der Eigenrichtung zwischen —% und 7 liegt. Wir schliefen die-

Deshalb ist N = ( ) mit Eigenvektor (i) Hier erkennt man, dass nur

sen Fall am Beispiel einer beliebigen Zylinderzerlegung mit einer Steigung grofier als 7
aus. Betrachtet man in diesem Fall die Geodétischen ausgehend von den Singularitédten
in der oberen Ecke, so strebt deren Lange nicht gegen null. Da diese Geodétischen eine
Zylinderzerlegung liefern, sind sie geschlossen und damit Sattelverbindungen. Ausgehend
vom H&aufungspunkt an Singularitdten in der oberen Ecke, entsteht eine "Haufunglinie” h;
positiver Lange an Sattelverbindungen, die innerhalb eines Zylinders liegt oder ein Zy-
linderrand ist. Dieser Zylinder hat positive Hohe und muss nach der Definition eines
Haufungspunktes eine weitere Sattelverbindung in seinem Inneren enthalten - ein Wider-

spruch. Somit kann ein parabolisches Element in der Veech-Gruppe keinen Fixpunkt in
(—1,1) haben.
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Abbildung 13: ”Héaufunglinie” h;, Bild stammt aus [1]

Wir zeigen zusétzlich noch, dass neben den parabolischen Elementen, alle Elemente der
Veech-Gruppe keine Fixpunkte in (—1, 1) haben. Wir miissen also noch die hyperbolischen
Elemente betrachten. Nehmen wir an, dass es ein hyperbolisches Element W € I' mit
anziehendem Fixpunkt x € (—1,1) gibt. Es sei fo € R der Fixpunkt von P,. Dann
existiert ein n € N, so dass h"(f2) € (—1,1). Dies ist ein Widerspruch, da h™(f;) der
Fixpunkt der parabolischen Abbildung A" P,h™" ist.

Somit wirkt I' diskontinuierlich auf (—1,1), ist eine Fuchssche Gruppe und hat einen

Fundamentalbereich Fr C Fg.

Wir betrachten eine beliebige parabolische Abbildung A € T mit Fixpunkt ¢;. Da I' einen
Fundamentalbereich hat und c¢; als Fixpunkt in der Limesmenge von I' enthalten ist,
muss ¢; im Abschluss eines Fundamentalbereiches Ff. = p - Fr, p € T enthalten sein. So-
mit existiert ein ¢ € G mit g - ¢; im Abschluss von Fg. Dabei ist g - ¢; der Fixpunkt
der parabolischen Abbildung J; := gAg~'. Somit gilt fiir g-c1: g-¢1 € Fg, g-¢1 € R,
g-c1 ¢ (—1,1). Wir sehen durch Betrachtung von Fg, dass g - ¢; € {—3,3,00}. Durch
passende Wahl von g erreichen wir, dass g-¢; € {3, 00} und damit J; den Fixpunkt 3 oder
oo hat. Daraus folgt, dass J; den gleichen Fixpunkt hat, wie P, oder P, und J; die gleiche
Eigenrichtung, wie P; oder P, hat. Hat P; die gleiche Eigenrichtung, wie J;, dann wirkt
Jp als Dehn-Twist auf C}, muss jeden Zylinder mindestens einmal ”twisten” und muss
somit eine Potenz von P; sein. Man kann gleichermaflen vorgehen, wenn J; und P, die
gleiche Eigenrichtungen haben. Zusammengefasst wurde gezeigt, dass jedes parabolische

Element in I' zu einer Potenz von P, oder P, konjugiert ist.
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Wir zeigen noch eine Aussage, die in meinem Beweis nicht genutzt wird, aber die Inspi-
ration des Beweises und eigentliche Grundaussage der obigen Verdffentlichung ist.
Betrachtet man eine beliebige Abbildung A € T, so konstruieren wir fiir i € {1,2} das
parabolische Element A~'PA mit Fixpunkt cy. Gleichermafien wie im vorherigen Ab-
schnitt gibt es eine Abbildung g € G, so dass g - ¢2 € {3,00} und g - ¢5 der Fixpunkt von
Jy = gA 1P Ag~! ist. Somit ist J, gleich einer Potenz von P; oder P,. Betrachten wir
0.B.d.A. den Fall, dass ¢ = 1. P; kann zu keiner nicht trivialen Potenz von sich selbst kon-
jugiert sein, da P; die Aktion als Dehn-Twist auf C; mehrmals ausfiihrt und eine Potenz
von P; den Dehn-Twist mehrmals ausfithrt. P; kann ebenfalls nicht zu einer Potenz von
P5 konjugiert sein, da die entsprechenden Zylinderzerlegungen vollig verschiedene Zylin-
der enthalten. C; hat im Kontrast zu Cs einen Zylinder, der von 3 Sattelverbindungen
begrenzt wird. Diese Eigenschaft bleibt unter Konjugation invariant. Somit ist J, = P;
Die gleiche Aussage kann man fiir i = 2 zeigen, so dass gA™'P,Ag~' = P;,i € {1,2} gilt.
Damit muss gA~! mit P; und P, kommutieren. Dies ist nur moglich, wenn gA~! # id mit
P, und P, die gleiche Menge an Fixpunkten hat, ein Fakt der offensichtlich nie stimmt,
da P, und P, verschiedene Fixpunkte haben. Somit ist gA™! = id und daher ist A € G.
Also ist G =T und die Veech-Gruppe der Chamanara-Fléche wird erzeugt von { P, P»}.
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4 Zylindermoduln der Chamanara-Fliche

Es sei X die Chamanara-Fléache. Es sei I' die Veech-Gruppe von X. Es sei € die Menge
der parabolischen Abbildungen. Falls nichts weiteres angegeben ist, so sei r die Richtung

einer Zylinderzerlegung (wir nehmen 0.B.d.A an, dass r > 1).

Theorem 1. Eine Zylinderzerlegung der Chamanara-Flache hat hochstens zwei verschie-

dene Zylindermoduln.

Lemma 2. Es gibt nur endlich viele verschiedene Moduln von Zylindern einer Zylinder-

zerlegung von X.

Beweis. Wir teilen ein Quadrat auf in die Vereinigung B der zwei Dreiecke und das Par-
allelogramm A, die voneinander getrennt werden durch Strecken in Richtung r zwischen
der unteren linken Ecke bzw. der oberen rechten Ecke und dem oberen Rand bzw. dem
unteren Rand. Wir verkleben das Quadrat zu X (dabei sind Haufungspunkte von Sin-
gularititen in der oberen linken und unteren rechten Ecke) und iibertragen damit die
Definition von B und A auf X.

Alle Zylinder, die nur in B liegen, sind durch Streckung ineinander iiberfithrbar und haben
somit den gleichen Modul. Gébe es unendlich viele Sattelverbindungen in A, so gidbe es
einen Haufungspunkt dieser Sattelverbindungen (alle gleicher Lange > 1), welcher ent-
weder in einem Zylinder liegt oder der Rand eines Zylinders ist. In beiden Féllen muss
eine weitere Sattelverbindung ndher an dem Haufungspunkt liegen und im Inneren eines
Zylinders verlaufen, ein Widerspruch. Somit gibt es nur endlich viele Zylinder in A und

somit, endlich viele verschiedene Zylindermoduln. O]

Abbildung 14: A und B
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Abbildung 15: Strahl in Richtung r
Lemma 3. Richtung r hat rationale Steigung (beziiglich des unteren Rands von X).

Beweis. Ein Strahl mit Richtung r aus einer Singularitdt, muss nach endlichem Abstand
eine weitere Singularitét erreichen. Man kann den Strahl darstellen als eine Strecke durch
eine Reihe aneinander geklebter Quadrate, wobei ein Punkt genau dann als Element der
Strecke auf einem Quadrat auftritt, wenn der Punkt am entsprechenden Ort auf X auf
dem Strahl liegt. Das Verkleben von Quadraten erfolgt jeweils entlang von Abschnitten,
die bei der C.-Flache verklebt werden. So hat der untere Rand jedes Quadrats rationalen
Abstand vom unteren Rand des ersten Quadrats. Somit ist der vertikale Abstand zwischen
den Enden der Strecke rational. Das gleiche gilt fiir den horizontalen Abstand und damit

fiir deren Quotient 7. O]

Lemma 4. Die Moduln der Zylinder einer Zylinderzerlegung sind kommensurabel.

Beweis. Singularititen teilen die Rénder in rationalen Verhéltnissen, so dass nach Lemma
3 Strahlen, die aus Singularitdten ausgehen, Rénder (verklebte Stellen) in X in einem
rationalen Verhaltnis schneiden. Stellt man einen Zylinder als Parallelogramm dar mit
Basis @ und Hohe b und Richtung «, so ist a,b € Q. Es gilt ebenfalls, dass der Zylinder
Umfang m = Wl@) und Hohe n = a - sin(a) und somit Modul (Sinl(a))2 -2 hat. Da es

endlich viele verschiedene Zylindermoduln gibt (nach Lemma 2) und alle eine rationale

Zahl mal eine Konstante sind, sind alle Zylinder kommensurabel. O

Abbildung 16: Zylinder mit Héhe n und Umfang m
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Beweis von Theorem 1. Wiederholen wir das Resultat von Frank Herrlich und Anja Ran-
decker [1], dass alle parabolische Elemente in ' konjugiert sind zu einer Potenz von Py

oder einer Potenz von Ps.

Betrachten wir ein beliebiges Element v € I'. Die Abbildung + ist lokal affin und Element
der Veech-Gruppe. Somit bildet « Linien auf Linien ab, streckt mit dem gleichen Skalar
in eine bestimmte Richtung und bildet Singularitdten auf Singularititen ab. Somit sind
v(C1),v(Cq) Zylinderzerlegungen, mit einem bzw. 2 verschiedenen Moduln.

Nach [1]: V6 e TNQ, Iy e Tin e N: v - PPyt =6 v - Pr-~y1 = 4. Nehme
0.B.d.A. an, dass v- Pyt = 4. Da d(y(Ch)) = v PP -y H(y(CY)) = v PHCy) = v(CY),
ist 7(C1) die Zylinderzerlegung zu 6. Nach Lemma 4 und [2], existiert zu jeder Zylinder-
zerlegung ein parabolisches Element § € I'. Somit hat jede Zylinderzerlegung die
Form ~(C}) oder 7(C5) und hat héchstens zwei verschiedene Zylindermoduln.

Die Anfangsbehauptung ist somit bewiesen. O
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5 Ausblick

Ich mochte hier zwei Bereiche angeben, welche sich zur weiteren Arbeit anbieten.
Erstens kann man Zwischenergebnisse des Theorems ndher untersuchen, um auf der
Chamanara-Fléche weitere Zusammenhénge zu finden. Ein interessanter Zwischenschritt
ist die bewiesene Bijektion zwischen Zylinderzerlegungen und parabolischen Elementen.
Somit sagt die Veech-Gruppe nicht nur etwas iiber eine kleine Teilmenge aller Zylinder
aus, sondern iiber alle Zylinder. Eine weitere Fragestellung, ndmlich die Suche nach allen
Eigenrichtung von Zylinderzerlegungen wird damit deutlich vereinfacht. Man muss jetzt
nur die Eigenrichtungen parabolischer Elemente der Veech-Gruppe finden. Diese Suche ist
dennoch nicht trivial. Da wir ein Erzeugungssystem der Veech-Gruppe haben, haben wir
auch ein Erzeugungssystem aller Eigenrichtungen. Es wére dennoch schon einige Liicken
in unserem Wissen zu schlielen. Beispielsweise haben wir noch keine Methode zu kontrol-
lieren, ob eine bestimmte Richtung zuléssig fiir eine Zylinderzerlegung ist.

Zweitens kann man probieren, die Ergebnisse zu verallgemeinern, indem man andere
Translationsflichen betrachtet. Der Beweis des Theorems beruht grundsétzlich auf zwei
Schritten. Zuerst beweist man elementar-geometrisch, dass alle Zylindermoduln der
Chamanara-Fliche kommensurabel sind. Im zweiten Schritt nutzt man die Aktion der
Veech-Gruppe, um alle Zylinder aus einigen wenigen zu erzeugen und damit die Zylinder
besser zu verstehen. Der erste Schritt lédsst sich relativ leicht auf sehr viele verschiedene
Translationsflachen verallgemeinern. Im Grunde wird fiir dieses elementar-geometrische
Argument nur gefordert, dass verklebte Abschnitte rationale Léngen haben. Deutlich
schwieriger wird es beim zweiten Schritt. Hier ist es notwendig einige wenige parabo-
lische Elemente zu finden, welche alle weiteren parabolische Elemente der Veech-Gruppe
durch Konjugation in der Veech-Gruppe erzeugen. Der Fund solcher Elemente auf der
Chamanara-Flache war ein schénes Nebenprodukt der Untersuchung der Veech-Gruppe.
In diesem Kontext finde ich auch spannend, die Umkehrung des Theorems zu untersuchen
bzw. Translationsflichen zu suchen, die n verschiedene Typen an Zylinderzerlegung ha-
ben, aber mehr als n erzeugende parabolische Elemente haben, wobei Zylinderzerlegungen

mit gleich vielen verschiedenen Zylindermoduln zum gleichen Typ gehoren.
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